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Résumé :
Récemment une nouvelle approche multiéchelle appelée “Théorie Variationnelle des Rayons Complexes” a été
développée pour l’analyse vibratoire de structures élastiques légèrement amorties dans le domaine des moyennes
fréquences. Cette méthode a été largement étudiée dans le cadre des vibrations des structures. On propose ici
une extension de cette méthode aux problèmes d’acoustique. On propose également une version hiérarchique de
la méthode, ainsi que la construction d’un estimateur d’erreur dans le but de mener une démarche adaptative de
calcul.
Abstract :
Recently, a new approach called the “Variational Theory of Complex Rays” was proposed in order to calculate the
vibrations of slightly damped elastic structures in the medium-frequency range. This method was fully developed
for structural vibrations. In this paper, we extend it to acoustic problems. We also propose a hierarchical version of
the method. An error indicator is built which permits one to use an adaptative procedure for solving the Helmholtz
problem.
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1 Introduction
Laméthode des éléments finis (FEM) et la méthode des éléments de frontière (BEM) sont les
deux méthodes les plus utilisées pour résoudre des problèmes d’acoustique. En utilisant des ap-
proximations polynômiales continues par morceaux, la FEM conduit à des problèmes de grande
taille, ce qui restreint en pratique son utilisation au domaine des basses fréquences. De plus, l’ef-
fet de pollution réduit la robustesse de la FEM quand le nombre d’onde augmente [Babuška et
Sauter (1997)]. La BEM, quant à elle, utilise des fonctions de Green très délicates à manipuler,
ce qui rend le calcul aussi coûteux que pour la FEM [Harari et Hughes (1992)]. Différentes
approches ont été proposées pour pallier les problèmes inhérents à la méthodes des éléments
finis standards. On peut citer la méthode des éléments finis généralisés (GFEM) [Strouboulis
et al. (2006)], ou encore les méthodes de réduction [Soize (1998)]. Même si ces approches
permettent une réduction considérable de la complexité et de la taille du calcul, des problèmes
d’intégration numérique ou de conditionnement des matrices conduisent à l’utilisation de straté-
gies numériques spécifiques, ce qui restreint pratiquement ces méthodes au domaine des basses
fréquences.
D’autres approches visent à approximer la solution du problème de vibration à l’aide de
fonctions oscillantes vérifiant exactement l’équation d’équilibre dynamique. Parmi elles, on
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peut citer, par exemple, la discontinuous enrichment method (DEM) [Fahrat et al. (2004)], ou
encore la wave based method [Desmet et al. (2001)]. La Théorie Variationnelle des Rayons
Complexes (TVRC) présentée dans cet article est une de ces méthodes. La principale diffé-
rence entre toutes ces méthodes est l’utilisation de différentes formulations (variationnelles) du
problème de référence et l’utilisation de différentes fonctions de forme qui peuvent être discon-
tinues à la frontière entre les éléments du maillage.
La TVRC a été introduite dans [Ladevèze (1996)] pour la résolution de problèmes de vibra-
tions dans le domaine des moyennes fréquences. Elle est basée sur une nouvelle formulation
variationnelle du problème initial et a été développée dans le but de rendre les approximations
utilisées sur chaque sous-domaine a priori indépendantes les unes des autres. De fait, n’im-
porte quelles fonctions de forme peuvent être utilisées dans chacune des sous-structures, ce qui
confère à la TVRC une grande souplesse et une grande robustesse. La TVRC utilise également
une base de fonctions oscillantes appelées rayons complexes. Ces fonctions présentent deux
échelles. Seule l’échelle lente est discrétisée, l’échelle rapide étant prise en compte de manière
analytique. Une discrétisation grossière permet d’obtenir des solutions de qualité. Ainsi les
tailles de calcul restent très petits comparés à la FEM ou à la BEM. Les récents développements
réalisés au LMT-Cachan concernent une stratégie de calcul sur une large bande de fréquence
[Ladevèze et Riou (2005)], et une extension à la dynamique transitoire [Ladevèze et Chevreuil
(2005)]. Une première application à l’acoustique a été faite dans [Riou et al. (2006)]. Ici on va
plus loin dans l’analyse des performances et des améliorations de la méthode. Nous introdui-
sons une démarche adaptative basée sur la construction d’un estimateur d’erreur. Une version
hiérarchique de la TVRC est également développée. Les résultats obtenus montrent une bonne
performance de la TVRC pour le traitement de problèmes d’acoustique.
2 Principes de la TVRC
2.1 Le problème de référence
Ω1
Ω2
Γ
∂pΩ1 : p1d
∂vΩ1 : v1d
∂pΩ2 : p2d
∂vΩ2 : v2d
FIG. 1 – Géométrie du problème de référence.
Par souci de simplicité, nous présentons ici la théorie d’une cavité acoustique fermée Ω
séparée en deux domaines Ω1 et Ω2 par une interface Γ. On considère le problème aux dérivées
partielles suivant : trouver p1 et p2 dans H1 (Ω) tels que
∆pe + k
2pe = 0 dans Ωe, e ∈ {1, 2} (1)
pe = ped sur ∂pΩe, e ∈ {1, 2} i
ρ0ω
∂p1
∂n
+
i
ρ0ω
∂p2
∂n
= 0 sur Γ
i
ρ0ω
∂pe
∂n
= ved sur ∂vΩe, e ∈ {1, 2} p1 = p2 sur Γ
(2)
où ω désigne la pulsation, k le nombre d’onde (k = ω / c, c la vitesse du son), ρ0 la masse vo-
lumique du fluide, n la normale sortante, ped et ved les pressions et vitesses normales imposées,
et i =
√−1 l’unité imaginaire. (1) est l’équation homogène de Helmholtz.
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2.2 Présentation de la TVRC
La formulation variationnelle du problème de référence permet de choisir de manière in-
dépendantes les approximations sur chacun des sous-domaines. Soient Se,ad les espaces des
champs pe vérifiant (1). Le problème aux dérivées partielles (1)-(2) est équivalent au pro-
blème variationnel suivant (voir [Ladevèze (1996)] pour la démonstration) : trouver (p1, p2) ∈
S1,ad × S2,ad tels que :∑
e=1,2
∫
∂pΩe
(pe − ped) δv∗eds+
∑
e=1,2
∫
∂vΩe
δpe (ve − ved)∗ ds+
1
2
∫
Γ
(
(p1 − p2) (δv1 − δv2)∗ + (δp1 − δp2) (v1 − v2)∗
)
ds = 0, ∀δpe ∈ Se,ad
(3)
où ve =
i
ρ0ω
∂pe
∂n
, et ∗ désigne le conjugué d’une quantité complexe.
La TVRC cherche une solution du problème sous la forme : pe(x) =
∫
Cea
pea (kea) ekea.xdCea,
x ∈ Ωe ; où kea est le vecteur d’onde tel que ekea.x vérifie exactement (1), et Cea désigne la
courbe décrite par le vecteur d’onde kea quand ce dernier parcoure toutes les directions du plan.
Dans le cadre de l’acoustique 2-D, seuls les rayons propagatifs sont pris en compte (voir fi-
gure 2(a)) : kea = ik[cos θ, sin θ], θ ∈ [0, 2pi[ et Cea est alors un cercle. Les fonctions de forme
(a) Exemple de fonction de forme : un rayon propagatif
Cea
!ea
Clea
plea
pea !!ea"
(b) Discrétisation des amplitudes des rayons
propagatifs
pea (kea)
ple
C lea
ea
x
y
kea
x
y
θ
FIG. 2 – Exemple de fonction de forme et discrétisation du problème.
utilisée dans la TVRC sont des fonctions à deux échelles : le terme pea (kea) correspond aux
amplitudes des rayons et varie lentement quand kea varie, il correspond donc à l’échelle lente,
tandis que le terme ekea.x caractérise la partie oscillante des rayons et varie rapidement quand kea
et x varient, il est donc associé à l’échelle rapide. Seule l’échelle lente est discrétisée. L’échelle
rapide est prise en compte par une technique d’intégration ad hoc. La pression phe est discrétisée
de la façon suivante :
phe (x) =
Le∑
l=1
plea
∫
Clea
ekea.xdC lea (4)
où {C lea}l correspond à une discrétisation de la courbe Cea. La figure 2(b) illustre cette discréti-
sation. Etant donné que pea est une quantité variant lentement, le nombre de quantités constantes
plea nécessaires pour la représenter de façon correcte est petit ; ce qui conduit la TVRC à la ré-
solution numérique de systèmes de petite taille.
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3 Résultats numériques
Afin d’illustrer les performances de la méthode, on considère une cavité acoustique carrée
Ω = [0, a] × [0, a], sur les bords de laquelle on impose une pression pd, telle que la solution
exacte du problème soit pex = ek
ex.x, kex = i[cos θex, sin θex], θex = 32◦. On compare les
résultats de la TVRC avec ceux de la FEM et de la DEM qu’on peut trouver dans [Fahrat et
al. (2004)]. Pour étudier les performances de chacune de ces méthodes, on mesure la norme
modifiée qui suivante : ‖p−pex‖ =√‖p− pex‖2H1 + ‖[[p]]‖2L2 , où la normeH1 est calculée sur
chacun des sous-domaines, et la norme L2 sur les bords et interfaces de tous les sous-domaines
afin de prendre en compte les discontinuités. La figure 3 montre les résultats pour ka = 80. On
voit que la TVRC a un meilleur taux de convergence que les autres méthodes : la convergence
exponentielle d’une p-méthode (augmentation du nombre de rayons) est plus rapide que celle
d’une h-méthode (raffinement du maillage) [Strouboulis et al. (2006)].
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FIG. 3 – Comparaison des taux de convergence de la FEM, de la DEM et de la TVRC.
4 Une version hiérarchique de la TVRC
La TVRC se distingue des autres méthodes en particulier par l’utilisation de faisceaux de
vibration. Ces fonctions ont la particularité d’être dépendantes de leur origine, d’autant plus
que la largeur du faisceau est grande. Il est donc tout à fait possible que l’erreur commise
par le calcul augmente lors d’une sous-structuration. Afin de pallier ce problème, une version
hiérarchique de la TVRC a été développée. On considèreN +1 partitions de Ω0 (Ω0,Ω1, ...ΩN )
qui vont constituer N + 1 niveaux de définitions des fonctions de forme (voir figure 4(a)). En
se plaçant au niveau N, la solution du problème consiste à trouver (p1, p2, · · · , pα) ∈ S1,ad ×
S2,ad × · · · × Sα,ad, tel que :
∀δpe ∈ Se,ad,
α∑
e=1
(∫
∂pΩNe
(pe − ped) δv∗eds+
∫
∂vΩNe
δpe (ve − ved)∗ ds
)
+
1
2
(
α∑
i=1
α∑
j<i
∫
Γi−j
((pi − pj) (δvi − δvj)∗ + (δpi − δpj) (vi − vj)∗) ds
)
= 0
(5)
où Γi−j = ∅ si ΩNi et ΩNj n’ont pas de frontières communes. On cherche une solution appro-
chée du problème sous la forme :
∀x ∈ ΩNβ, phβ (x) = P h0 (x) + P h1i (x) + P h2j (x) + · · ·+ P hNβ (x) (6)
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(a) Partitions de Ω0 et définition des fonctions de forme.
!"
!
!"
#
!"
$
!"
%
!"
!%
!"
!$
!"
!#
!"
!!
!"
"
!"
!
!"
#
!"
$
&'()*+,-+,-+.*/0,-+,12)+*3/
4
**
+
5
*,
*+
16
32
7
+
,+
8
,0
+
(
2!
8
'
*(
+
,9
!
,:
+
8
,;
<
=65>,-+,?'87+*.+8?+,-+,16,=@AB,C2/*6*?C2D5+,+3,?16002D5+E,C,!,"
?16002D5+E,!#,F620?+65>
C2+*6*?C2D5+E,!#,F620?+65>
?16002D5+E,#",F620?+65>
C2+*6*?C2D5+E,#",F620?+65>
?16002D5+E,#%,F620?+65>
C2+*6*?C2D5+E,#%,F620?+65>
(b) Comparaison des taux de convergence de la TVRC
classique et de la TVRC hiérarchique pour h→ 0
Ω0
Ω11 Ω12
Ω13 Ω14
ΩN1 ΩN2 · · ·
· · · ΩNα−1ΩNα
FIG. 4 – Calcul hiérarchique.
avec ΩNβ ⊂ · · · ⊂ Ω2j ⊂ Ω1i ⊂ Ω0 et P hγi (x) =
Lγi∑
l=1
∫
Clγi
P lγie
kγi(x−x0γi)dC lγi ∀x ∈ Ωγi
où P hγi désigne l’approximation classique définie sur le domaine Ωγi et x0γi désigne la position
du barycentre du domaine Ωγi dans le repère du domaine Ω0.
En injectant l’approximation (6) dans la formulation (5), beaucoup de termes s’annulent sur
les interfaces, à savoir dès qu’une fonction de forme est continue à la traversée d’une interface.
On obtient donc une matrice assez creuse comparée à la matrice TVRC classique. Pour un coût
de calcul légèrement supérieur, on assure une convergence stricte de la méthode lors d’une
approche de type h comme le montre la figure 4(b).
5 Vers une démarche adaptative
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(a) Solution TVRC pour 5 faisceaux avec discrétisation
isotrope et estimateur d’erreur associé.
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(b) Solution TVRC pour 7 faisceaux avec discrétisation
anisotrope calculée à partir de l’estimateur d’erreur.
FIG. 5 – Calcul adaptatif pour l’exemple de la partie 3.
Afin d’améliorer les performances de la méthode, les travaux en cours s’attachent à déve-
lopper une démarche adaptative de calcul. La première étape consiste à construire un estimateur
d’erreur pertinent. La seconde à adapter la discrétisation (voir figure 2(b)) en fonction de l’es-
timateur. Le gain en termes de degrés de liberté est conséquent, en particulier pour le 3-D. La
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figure 5 illustre un calcul adaptatif pour l’exemple de la partie 3. Grâce à l’estimateur d’erreur,
on capte quasiment la solution exacte.
6 Conclusion
Ce papier présente une extension de la TVRC aux problèmes d’acoustique en deux dimen-
sions, où la solution est approchée par une superposition de rayons propagatifs vérifiant exac-
tement l’équation d’équilibre dynamique. La TVRC est une approche multiéchelle où seule
l’échelle lente des fonctions de forme est discrétisée, l’échelle rapide étant traitée analytique-
ment. La TVRC permet ainsi d’obtenir des solutions précises avec peu de degrés de liberté. Les
travaux en cours s’attachent à étendre la méthode au 3-D. Pour éviter un coût de calcul trop im-
portant, un estimateur d’erreur est construit de manière à mener un calcul adaptatif. En d’autres
termes, si la solution comporte des directions de propagation privilégiées, cet estimateur permet
de les détecter et donc de raffiner la courbe (2(b)) dans les bonnes directions. Le coût de calcul
s’en trouve ainsi réduit.
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